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Integrali

Impropri




Nei precedenti paragrafi abbiamo calcolato gli integrali definiti di funzioni con-
tinue in intervalli limitati e chiusi [a; b]. In questo paragrafo vedremo come il
concetto di integrale possa essere ampliato considerando funzioni con un nume-
ro finito di punti di discontinuita in un intervallo limitato oppure considerando
intervalli illimitati.



Bl Llintegrale di una funzione con un numero
finito di punti di discontinuita in [a; b]

Consideriamo per primo il caso in cui la funzione f(x) sia continua in tutti i punti
dell’'intervallo [a; b[ ma non in b.
Consideriamo un punto z interno all'intervallo [a; b[: la funzione f(x) € continua

nell'intervallo [a; z], quindi esiste I'integrale fz f(x) dx, il cui valore € un numero
reale. ’

Questo vale per tutti i punti z dell'intervallo [a; b[, percid possiamo costrui-
re la funzione integrale

F(2) = [f() dx,

definita in [a; b.
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Se esiste finito il limite di F(z) quando z tende a b da sinistra, cioe se esiste
lim F(z),
z—b

allora si dice che la funzione f(x) ¢ integrabile in senso improprio in [a; b] e si

definisce: \ :
y y =f(x)/:

["f) dx = tim [*fx) dx
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L’integrale f f(x)dx e detto integrale improprio della funzione f(x) in [a; b] e si
dice anche che tale integrale ¢ convergente.

Se il limite considerato non esiste oppure ¢ infinito, si dice che la funzione non &
integrabile in senso improprio in [a; b] o anche che I'integrale ¢ rispettivamente
indeterminato oppure divergente.



Bl ESEMPIO

Calcoliamo, se possibile, I'integrale improprio della funzione f(x) = \3%
%

nell’intervallo [— 2; 0]. Osserviamo che la funzione tende a +oo per x — 0.

Determiniamo la funzione F(z):

. _% ITH.” % 1z
X X 3
F@) = [ =2~ =[3%[,=
2 V/x - & 1
| D 1-2 - X y
= 3v/z +3V/2.
La regione colorata non
CalCOhamO ZIHBI_F (Z) élimitati, ma la sua area &
finita.
lim 3Vz + 3V2) = 3V2. = -
z—-0" ) 0] X

La funzione f(x) = ¢ integrabile in senso improprio nell’interval-

lo [— 2; 0] e vale: \/x

= 3v/2.
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Se la funzione f(x) € continua in tutti i punti dell'intervallo ]a; b], ma non in g,
b
possiamo definire I'integrale f f(x) dx in modo analogo.
a

b
Considerato z € |a; b], se esiste finito il limite della funzione F(z) = f f(x) dx
quando z tende ad a da destra, cioé se esiste )

lim F(z),

z—q"

allora si dice che la funzione f(x) ¢ integrabile in senso improprio in
[a; b] e si definisce:

[ f) dx = lim | ’ f(%) dx
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Selafunzione ha un punto di discontinuita in un punto cinterno all’intervallo [a; b],

b
integrale f f(x)dx puo essere definito, in senso improprio, come la somma degli
a

c b
integrali f f(x)ydx e f f(x) dx, se tali integrali esistono, in base alle definizioni

precedenti: L'integrale improprio puo
essere utilizzato con tutte le
specie di discontinuita.
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b t b
[ f) dx = tim ['f(x) dx + lim ["f(x) dx




Bl Llintegrale di una funzione in un intervallo
illimitato

Consideriamo una funzione f(x) continua in tutti i punti di [a; + ool.
Comungque si scelga un punto z interno allintervallo [a; + oof, esiste I'integrale

Z . . 1 . . . . .
f f(x) dx il cui valore & un numero reale, quindi possiamo costruire anche in
a

questo caso la funzione integrale:

F(z) = f “f(x) dx, y

definita in [a; + oo].




Se esiste finito il limite della funzione F(z) quando z tende a + oo, cio¢ se esiste

lim F(z),

Z—+ o0

allora si dice che la funzione f(x) & integrabile in senso improprio in
[a; + oof e si definisce:

A
y

fa fx)dx = lim f  fx) dx

4 Figura 21 Significato geometrico dell’inte-

grale improprio nell'intervallo [a; +°[ nel caso
di una funzione positiva. La regione compresa
trail graficodi f(x) e l'asse x,traa e +%, non &

limitata, ma la sua area e finita.

+ oo
Anche in questo caso si dice che l'integrale f f(x)dx ¢ convergente.
a



In modo del tutto analogo, se una funzione € continua in | — oo; a] e se esiste fini-
to il limite lim fa f(x) dx, diciamo che la funzione f(x) ¢ integrabile in senso
L

improprio in | — oo; a] e definiamo:

|° fedx = lim_["f(x) dx 5

v

L'infegrale fa f(x)dx sidice convergente



Q Se i limiti considerati sono infinito, si dice che gli integrali:
Tf(x) dx jf(x) dx
sono divergenti.
Qd Se i limiti non esistono, si dice che gli integrali sono

indeterminati.

In entrambi i casi si dice che la funzione f(x) non é
infegrabile in senso improprio in [a;+«<] oppure in [-=;qd].



Bl ESEMPIO

Calcoliamo, se esiste, I'integrale improprio della funzione f(x) = % nell'in-
tervallo [1; +oof. *

Determiniamo la funzione integrale F(z), con z appartenente a [1; +oof:
yﬂ .
VA
F(z) = f—dx— Y =—i+ 1.
1 x2 X 1 Z
Calcoliamo 11131 F(2):
0
. 1 B
lim (——+ 1)— 1 \
zZ—>+o z |
+ o 1
f(x) = — ¢ integrabile in senso improprio in [1; +oo[ e fl ) dx = 1.



Esercizi



ESERCIZIO GUIDA

1
x — 2)2

La funzione f (x) e continua per x # 2, quindi ¢ integrabile negli intervalli [0; ], con 0 < t < 2, e [z; 3],
conzZ~ z- 3
Determiniamo una primitiva di f (x):

Calcoliamo, se possibile, 'integrale della funzione f(x) = nell’intervallo [0; 3].

1
_2 —7)\3
x—2) 3alx=M=3\/3x—2+c.

V=)

L
<)
Allora:
f f dax + limf3 J dx =
\/(x— D TR e B e
= 11m[3\/x =5l 11r£1[3\/x =
= lim(3Vt —2 —3v/~2) + hm(3\/——3\/z— )=—3¥—2 +3 =3V2 +3.
La funzione ¢ integrabile nell'intervallo [0; 3] e risulta: _[) W dx = 3(¥2 +1).



ESERCIZIO GUIDA

Calcoliamo l'integrale dx, se ¢ convergente.

-roo(x-i-13)2

La funzione integranda ¢ continua in tutti i punti dell'intervallo [1; +oo[, percio determiniamo la funzio-
ne integrale F (z), con z appartenente a [1; +oof:

F(Z)z-[;z(x':3)2dle_xi3llz=_zj‘3 Ty

Calcoliamo lim F(z):

Z—+o

m (——L+1)=1
zll‘Poo( 72 a4
1

+oo
L’integrale ¢ convergente e vale fl (x—_:,j)z—dx =7



